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半直線電流による電磁場の厳密解

斎藤 吉彦 大阪市立科学館 中之島科学研究所 〒530-0005 大阪市北区中之島４‐２‐１

電流の定義を配列間隔が無限小の点電荷列とし，端点に電荷が溜まる半直線定常電流による

電磁場を，各点電荷による電磁場を重ね合わせることで求める。加速電荷による放射を近似で

はなく厳密に扱う。端点近傍を除いた半直線部分が変位電流と磁場に寄与し，端点で電荷の速

度と加速度がともに連続的な場合に変位電流と磁場の回転はともに球対称となる。一方，端点

近傍部分による磁場と変位電流はともに０である。半直線電流はディラックの磁気単極子と数

学的に同等であることが分かる。

1. はじめに

　日本物理教育学会では電磁気学の根幹を揺るがすよう

な問題が提起され，決着を見ないままになっている。そ

れはアンペール・マクスウェルの法則との矛盾を導くと

される思考実験で，これを根拠に変位電流が磁場を創ら

ないという主張がなされたのである。変位電流とは，電

磁気学の基礎方程式であるマクスウェル方程式

rotE +
∂B

∂t
= 0 (1)

divB = 0 (2)

1
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rotB − ϵ0

∂E

∂t
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divE =
1

ϵ0
ρe (4)

の一つ，アンペール・マクスウェルの法則 (3)の左辺第 2

項の ϵ0∂E/∂tである。学校現場においてもアンペール・

マクスウェルの法則 (3)とファラデーの誘導法則 (1)の定

性的な理解として「電場の時間変化が磁場を生じ，磁場

の時間変化が電場を生じる」と教えられるので，教員を

不安に陥れる大問題である。

変位電流が磁場を創らないという主張は，鈴木と兵頭

が定常電流によって端点に電荷が溜まる半直線電流によ

る電磁場を次のように考察したものである1)2)。「電流に

よる磁場はビオ‐サバールの法則により決定される。そ

の一方で，端点に溜まる電荷は球対称の変位電流を生

じる。回転が球対称となる場は０以外にないので，アン

ペール・マクスウェルの法則 (3)よりこの変位電流による

磁場が０になる。したがって，電流が磁場を作るのであ

り，変位電流は磁場を作らない。」ここで，端点の効果に

より「変位電流が生じる，かつ，磁場が０」という命題

に注意すべきで，これは電流が存在しないところで

1
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rotB − ϵ0

∂E

∂t
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を意味し，アンペール・マクスウェルの法則 (3) と矛盾

する。

このような主張に対して菅野と著者は，加速電荷の放

射を考慮すべきとの指摘をしたが3)4)，定量的な吟味がな

かったからであろうか，「兵頭論文2)では回転がゼロの電

場が磁場を作らないことが示され」5)と菅野と著者の指

摘は認知されるに至っていないようである。本稿は半直

線電流による厳密な電磁場の解を与えることで，この定

量的な吟味を行うものである。最近，石原は重ね合わせ

の原理と電荷保存則による考察から，兵頭論文2)の論理

展開の欠陥を「『変位電流由来の磁場は０である』との

結論は証明されていない。」と指摘した6)。本稿が与える

半直線電流による厳密な電磁場は，石原の指摘を具体的

に示すものでもある。

ビオ‐サバールの法則は次に述べるように定常電流に

よる磁場を求める場合は厳密であるが，それ以外は近似

法則である。半直線電流は，端点を除いて定常であって

も，端点に電荷が溜まるので定常でない。したがって，半

直線電流による電磁場は，鈴木論文1)や兵頭論文2)のよう

にビオ‐サバールの法則をそのまま用いるのは不適当で

ある。電磁気学における厳密な議論はマクスウェル方程

式を原理としてなされるもので，半直線電流も例外では

ない。

1820年に発見されたビオ‐サバールの法則は電流素片



Idlが作る磁場を

dB =
µ0

4π

Idl× (r − r(l))

|r − r(l)|3 (6)

として与えるものである。ここで，µ0，l，dlはそれぞれ

真空の透磁率，電流の経路を表す座標，電流方向の線素

ベクトルである。これを電流に沿って積分することで，

定常電流 I による磁場が次式で与えられる。

B(r) =
µ0I

4π

∫
dl× (r − r(l))

|r − r(l)|3 (7)

多くの電磁気学の教科書では (7)を静的なマクスウェル

方程式から導びき，これをビオ‐サバールの法則と呼ん

でいる7)-10)。(7)はマクスウェル方程式から導かれるので，

近似ではなく厳密な法則である。ただし，空間全体で系

が定常であることに注意する必要がある。(6) は，閉回

路あるいは無限遠方から無限遠方に至る回路上で (7)の

ように積分したときに，被積分関数として厳密な意味を

持つが，そのままでは電荷集合体の運動という電流の本

質を反映していない。2つの電流素片同士の相互作用を

(6) で求めると，作用反作用則と矛盾するという非物理

的な例は有名である7)。多くの教科書が，(6)ではなく (7)

をビオ‐サバールの法則と呼ぶのはこのためであろう。

半直線電流は端点が定常でないので，ビオ‐サバールの

法則による磁場の考察はあくまでも近似的な議論である
11)。

本稿では，加速電荷を持つ定常電流を厳密に扱うため

に，定常電流を配列間隔が無限小で運動する点電荷列と

みなす。このことによって，たとえ加速電荷が存在して

も，定常電流による電磁場が，ビオ‐サバールの法則 (7)

とクーロン則で与えられる静的な電磁場と一致すること

が分かる。すなわち，動的なマクスウェル方程式の解の

重ね合わせが，従来知られている静的な解に一致する。

この命題は等速運動する点電荷列の場合に知られてい

る演習問題12)を加速運動に拡張することで得られるもの

で，導出を付録 Aに与えた。この導出の一部を用いるこ

とで，厳密に半直線電流による電磁場を考察することが

できる。以降，2章で定常電流の任意の部分領域による

電磁場を与え，3章でそれを用いて半直線電流による厳

密な電磁場を求め，半直線電流とディラックの磁気単極

子との同等性を示し，4章で本稿のまとめを与える。付

録 Aでは，上で述べたように 2章で必要となる公式を与

えるため，定常電流を配列間隔が無限小の運動する点電

荷列で定義し，その定常電流による電磁場を導出する。

付録 Bでは，磁場の回転を精緻に求めるため，遅延効果

を考慮した電流に沿った座標の勾配を与える。

なお本稿では，電流はこのような点電荷列とし，定義

をあえて言及する必要がある場合に，「電荷列」を付け

て，例えば「電荷列定常電流」などと記す。

半直線電流の考察は端点の扱いに極めて慎重を要する

ため，本稿は論理的な飛躍や直感的推論を避け，数学的

な厳密さを求めた。定性的な議論も与えたものの，難解

かもしれない。厳密さを犠牲にして定性的議論に特化し

たものを別途書いているので13)，そちらも参照いただき

たい。

2. 定常電流の部分区間による電磁場

　運動する点電荷による電磁場はマクスウェル方程式に

したがって変動し，電荷 qの点電荷 Pが軌跡 r = rP(t)を

描いて動くときは次式で与えられる7)12)。

E(r, t) =
q

4πϵ0

(
(ns − βs)(1− βs

2)

αs
3Rs

2

+
ns × ((ns − βs)× β̇s)

cαs
3Rs

)
(8)

B(r, t) =
q

4πϵ0c

(
(βs × ns)(1− βs

2)

αs
3Rs

2

+
(βs × ns)(ns · β̇s) + αs(β̇s × ns)

cαs
3Rs

)
, (9)

ここで，ϵ0，c はそれぞれ真空の誘電率，光速度で，被

積分関数にある各記号は以下によって定義されるもので

ある。

Rs = r − r(ls) (10)

ns =
Rs

Rs
(11)

βs =
1

c

dr(ls)

dts
(12)

αs = 1− ns · βs (13)

(10)および (12)の右辺の変数 ls は (6)や (7)の変数 lと同

じ電流の経路を表わす座標で，以降，電流内の電荷の位

置はこの変数で与えられる。添字 sはいわゆる遅延ポテ

ンシャルを与える電荷密度および電流密度の時空点を意

味するもので，時空点 (ts, r(ls))は

c(t− ts) = |r − r(ls)| (14)

によって与えられる。すなわち，時刻 ts で r(ls) に存在

した電荷の振る舞いが電磁場の変動を引き起こし，それ



が光速度で空間を伝播し，時刻 tで r に到達するのであ

る。各記号の意味を簡単に書く。(10)は時刻 ts にある点

電荷の位置から，求める電磁場の位置までの変位ベクト

ルである。(11)はその変位ベクトルに対する単位ベクト

ル，(12) は時刻 ts での点電荷の光速度を単位とした速

度，(13)は運動する点電荷による電磁場を求める時に表

れるものである。

大きさ I の電荷列定常電流による電磁場は，各点電荷

の電磁場，(8)と (9)を重ね合わせることで，すなわち電

流に沿って積分することで，次のように与えられる。

E(r, t) =
1

4πϵ0

∫
dls

(
I

c

d

dls

(
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αsRs

)
+ ρs

Rs

Rs
3

)
(15)

B(r, t) =
µ0I

4π

∫
dls

(
d

dls

(
βs × ns

αsRs

)
+

els ×Rs

Rs
3

)
(16)

ここで，ρ，el はそれぞれ，電荷密度，電流方向の単位

ベクトルを表す。(15)および (16)の導出は付録 Aに与え

た。電流は閉曲線上あるいは無限遠点から無限遠点に至

る曲線上を流れるので，全微分の積分は０になる。した

がって，積分変数を l に書き換えると，磁場はビオ‐サ

バールの法則 (7)に一致する。同様にして電場は次のよ

うになる。

E(r) =
1

4πϵ0

∫
ρ
R

R3
dl (17)

これは伝導電子の電荷密度が与えるクーロン場で，通常

の電線の場合，正電荷のイオン分布によって相殺される

ものである。

(15)および (16)は点電荷による電磁場の重ね合わせな

ので，電荷列定常電流の一部による電磁場をも与える。

ただし，点電荷の集合体が運動しているということが重

要で，図 1 のように，a から b までの電荷列定常電流の

部分を考える場合は，両端はそれぞれの電荷速度 v(a)，

図 1 部分定常電流のイメージ

v(b)で運動しているものとしなければならない。静止し

た回路の一部ではない。遅延効果に注意して，a から b

までの部分定常電流による電磁場を表現したのが次式で

ある。
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d
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(18)および (19)の第 1項は部分定常電流の両端の運動に

よる電磁場で，第 2項は遅延効果を考慮したクーロン則

とビオ‐サバールの法則である。電流内部の加速電荷の

効果は完全に相殺されて境界だけに現れることに注意が

必要で，次章で示すように，この命題によって半直線電

流による電磁場の厳密解が一般的に与えられる。加速電

荷の効果は，端点近傍で電荷が減速して静止するという

速度の連続性とその時の加速度が寄与し，その他での加

速運動には依存しないことが分かる。

また，電流素片による電磁場も与えることができて，

(15)および (16)の被積分関数で表した次式が厳密なそれ

である。

dE(r, t) =
1

4πϵ0

(
ρs

Rs

Rs
3 +

I

c

d

dls

(
ns − βs

αsRs

))
dls (20)

dB(r, t) =
µ0I

4π

(
els ×Rs

Rs
3 +

d

dls

(
βs × ns

αsRs

))
dls (21)

これらは微小区間における (18) および (19) で，遅延効

果と電流素片両端の運動を考慮したものとなっている。

(20) および (21) が定常電流素片による厳密な電磁場で

ある。

次章では (18)および (19)を用いて，半直線電流による

電磁場を厳密に考察する。

3. 半直線電流による電磁場

　本章では半直線定常電流による電磁場を求め，磁場と

変位電流との関係を考察する。

半直線電流を z軸負の方向から原点へ電荷が流れ込む



ものとして，原点を除いて電流の大きさ

I = ρ(z)v(z)　　 (−∞ < z < 0) (22)

が一定の定常電流とする。ここで v は電荷の速度で，

ρとの積が一定という条件の下，電荷は電線上の任意の

場所で加速してよい。ただし，後の議論では原点近傍で

減速し静止するという速度の連続性

lim
z→0

v = 0 (23)

が重要で，原点近傍以外での加速の寄与はない。

さて，原点は電荷が溜まるので定常でない。このため，

前章で与えた公式 (18)および (19)をそのまま使うことが

できない。そこで，図 2のように原点に十分近い点 z = −ϵ

で半直線電流を２つの区間，a ≡ (−∞,−ϵ)と原点を含む

近傍 b ≡ (−ϵ, 0] に分け，区間 aは定常なので前章で与え

た公式 (18)および (19)を使い，区間 bは電荷がほとんど

静止しているとして，それぞれの区間による電磁場を求

める。つまり，以降の議論では，電荷列電流を z = −ϵで

２分し，全ての計算の後に ϵ → 0 の極限操作を行うこと

を前提とし，0に収束するのが明らかな項は無視する。ϵ

は十分小さいとするのである。ここで，電流を 2つに切

断する点 z = −ϵは次のように電荷集合体とともに運動

することに注意が必要である。

ϵ̇ = −ż = −v(−ϵ) (24)

すなわち，回路を切断するのではなく，運動する点電荷

列を 2分するのである。この切断を端点に十分近い点で

行い，それぞれの領域を源とする電磁場の考察を行う。

図 2 半直線電流の切断

区間 aは定常電流の部分なので，(18)および (19)を用

いることができて，次が区間 aによる電磁場となる。

Ea(r, t) =

∫ −ϵs

−∞

1

4πϵ0

(
ρs

Rs

Rs
3 +

I

c

d

dzs

(
ns − βs

αsRs

))
dzs

(25)

Ba(r, t) =

∫ −ϵs

−∞

µ0I

4π

(
els ×Rs

Rs
3 +

d

dzs

(
βs × ns

αsRs

))
dzs

(26)

区間 aによる変位電流は (25)より

ϵ0
∂Ea

∂t
=

1

4π

dts
dt

(−ϵ̇s)

×
(
ρs

Rs

Rs
3 +

I

c

d

dzs

(
ns − βs

αsRs

))
zs=−ϵ(ts)

(27)

となる。右辺第 1項は I = ρsvsとRs ≈ rから有限の値で

球対称になることが推測できる。右辺第 2項は ϵ̇s ≈ 0な

ので変位電流に寄与しないように見えるが，dβs/dzs の

扱いに注意が必要である。以下に示す厳密な導出により，

ϵ0
∂Ea

∂t
=

I

4π

(
r

r3
+

r × (r × β̇−0)

cr3

)
(28)

が得られる。ここで，β̇−0 ≡ lim
z→−0

β̇ である。

次が厳密な (28)の導出である。右辺の dts/dtは (14)の

両辺を tで微分し整理すると，

dts
dt

=
1

αs
(29)

（13)（23)より

lim
z→0

dts
dt

= 1 (30)

となるので，(22)(23)(24) より，(28)右辺の第 1項が得ら

れる。これは図 2の区間 aの全電荷の変化からも理解で

きる。すなわち，境界 z = −ϵの移動により原点近傍で電

荷が単位時間当たり I 増加するのである。(27)の右辺第

2項は

lim
z→0

v̇ ̸= 0 (31)

の場合，

v
dv

dz
= v

dt

dz

dv

dt
= v̇ (32)

より，ϵ̇sdβs/dzs が 0に収束しないので，(28)右辺の第 2

項となる。この項は例えば，

v = v0(1− sinωt) (33)

v̇ = −ω cosωt (34)

のように電荷が静止する場合は 0であり，等加速度運動

で端点に静止する場合は有限な値となる。

区間 aによる磁場 (26)は lim
z→−∞

R = ∞なので

B(r, t) =
µ0I

4π

(∫ −ϵs

∞
dls

els ×Rs

Rs
3 +

(
β × n

αR

)
zs=−ϵ(ts)

)
(35)



(23) より lim
z→0

β = 0 なので，第 2 項は 0 になりビオ‐サ

バールの法則 (6)を用いたものそのものになる。ただし，

回転を演算する時は後で述べるように第 2項は無視でき

ない。さて，積分を実行したのが次式である。

Ba(r, t) =
µ0I

4π

1− cos θ

r sin θ
eϕ (36)

各点電荷は減速により電磁波を放射するので，この結果

は奇異に思えるかもしれない。しかし，それぞれの電磁

波が重ね合わさって定常な変位電流と磁場になるという

のが上の計算結果が教えるところである。

奇しくも鈴木・兵頭がビオ‐サバールの法則 (6)を慣用

して与えた磁場1)2)と一致するが，(36)が得られたのは電

荷が無限遠方から流れてきて端点近傍で減速して静止す

る（ lim
z→0

v = 0）という条件によるもので，この条件があ

るから (35)の第２項が０に収束する。一般に定常電流は

電荷速度が一定というのが暗黙の了解であろうが，この

ような場合は (36)を得ることはできない。なぜなら，電

荷が端点でいきなり静止するので，(35)の第２項が０に

収束することなく磁場に寄与するのである。

さて，(36)の回転は次のように球対称となる。

rotBa(r, t) =
µ0I

4π

r

r3
(37)

ただし，(36)から分かるように，(37)は電荷が存在する

領域 (r = 0 ∨ θ = π) を特異領域とした解である。この

ことにより，回転が球対称となる磁場が実現するのであ

る。これは 80年以上も前にディラックが提唱した磁気単

極子と全く同じで，(36)と同型のベクトルポテンシャル

解が “This solution is valid at all points except along the

line θ = π”という条件で与えられている14)。それは，球

対称の磁場 Bmp に対して，次の関係式

rotAmp = Bmp (38)

を満たすベクトルポテンシャル Amp の解である。Amp

は，磁気単極子を無限に長い線状の棒磁石の端点とする

ことで，この棒磁石を構成する各磁気双極子 dmによる

ベクトルポテンシャル，(6)と同型の

dA(r) =
dm(l)× (r − r(l))

|r − r(l)|3 (39)

を重ね合わせたもので与えられ12)，それは (35）の右辺第

１項と同型であり，無限に長い棒磁石が存する線状の領

域が特異となるのである。

ここで次のことに注意が必要である。(27)右辺の第 2

項と同様，端点近傍で電荷の加速度が有限の値を持つな

ら (35)右辺の第 2項は無視できなくて，dβ/dz を含む項

が有限になる。付録 Bに与えた公式を使うと

rotBa(r, t) =
µ0I

4π

(
r

r3
+

r × (r × β̇−0)

cr3

)
(40)

が得られる。この補正項と (28)右辺の第 2項は，端点で

電荷の加速度が連続でないことによる放射と考えられ

る。すなわち，電荷を減速させるための力が端点でいき

なり消失した時の電荷の応答による放射である。ただし，

これらの補正はアンペール・マクスウェルの法則 (3)に支

障をきたすものではなく，静的な磁気双極子の列を源と

するディラックの磁気単極子には現れないものである。

(28)と (40)より，区間 aによる電磁場はマクスウェル

方程式，

1

µ0
rotBa − ϵ0

∂Ea

∂t
= 0 (41)

を満たし，決して鈴木・兵頭の考察1)2)が含意する (5)と

はならない。そもそもマクスウェル方程式の解を重ね合

わせた電磁場なので，必然的な結果である。

　次に，端点近傍による電磁場を考察する。区間 bの電荷

Q ≡
∫ 0

−ϵ

ρsdzs (42)

は端点に溜まった電荷も含んだもので，図 2から明らか

なように，端点に凝縮されるだけである。したがって，時

間的に一定で，ϵが十分小さいことおよび (23)から，端

点 (z = 0) の近傍でほとんど静止した電荷分布となる。

ゆえに，これによる電場は静的なクーロン場

Eb =
Q

4πϵ0

r

r3
(43)

となり，区間 bによる変位電流は

ϵ0
∂Eb

∂t
= 0 (44)

となる。電荷がほとんど動かないので磁場は

Bb = 0 (45)

となる。ここで，区間 b では電荷密度 ρ = I/v が無限大

になるので，たとえ電荷の変動がわずかであってもその

効果が気になるところである。しかし，区間 bで運動し

ている電荷は十分小さいので，そのような効果は無視で

きる。実際，区間 bで運動している電荷

Qm(ϵ) ≡
∫ −0

−ϵ

ρsdzs (46)



は，電荷が z = −ϵ から原点に達するまでに要する時間

を tϵ とすると，時間 tϵ の間に z = −ϵから流入する電荷

に等しいので，

Qm(ϵ) = tϵI (47)

となる。lim
ϵ→0

tϵ = 0なので

lim
ϵ→0

Qm(ϵ) = 0 (48)

となる。

以上から，半直線電流が磁場及び変位電流に寄与するの

は，端点近傍を除いた半直線上に分布し速度 v(z)(−∞ <

z < 0)で運動する電荷であって，端点に流れ込んだ電荷

ではないことが分かる。そして，半直線電流による電磁

場は

E = Ea +Eb

B = Ba +Bb (49)

であるので，これはマクスウェル方程式

1

µ0
rotB − ϵ0

∂E

∂t
= 0 (50)

を満たす。

ここで，半直線電流とディラックの磁気単極子との同

等性について強調しておく。すなわち，半直線電流によ

る球対称の変位電流と磁場は運動する電荷を源とするも

のであり，ディラックの磁気単極子による球対称の磁場

とベクトルポテンシャルは静的な磁気双極子を源とする

ものである。両者の数学的な構造は一致しており，前者

は静的な対象を扱ったディラックの結論を動的なものに

一般化したものである。電荷の動的効果として (28)およ

び (40)の右辺第 2項のような補正が必要となる場合があ

る。

4. まとめ

　電荷列半直線電流による電磁場を近似することなく厳

密に考察することにより，半直線電流による事象はアン

ペール・マクスウェル方程式と矛盾することがなく，電

磁気学の根幹を揺るがすような，そして教育現場を不安

に陥れるような問題ではないことを明らかにした。すな

わち，各点電荷による電磁場，マクスウェル方程式の解

を重ね合わせたものを半直線電流による電磁場として与

え，その結果，次のことを明らかにした。

[1] 半直線電流の端点近傍（電荷が凝縮する端点を含ん

だ十分小さな区間）の効果は磁場も変位電流もと

もに 0である。

[2] 点電荷が運動する領域，端点近傍を除いた部分 (−∞ <

z < 0)による磁場はビオ‐サバールの法則 (6)を用

いたものに一致し，電磁場はマクスウェル方程式

を満たす。特に電荷の加速度が端点で 0 に収束す

る場合は磁場の回転も変位電流もともに球対称と

なる。

[3] 半直線電流とディラックの磁気単極子との数学的構

造は同じで，運動する電荷を源とする球対称の変

位電流と磁場とが，磁気双極子を源とする球対称

の磁場とベクトルポテンシャルとにそれぞれが対

応する。ただし，前者には電荷が運動するという

動的効果による補正が生じる場合がある。

端点は運動しない点電荷の集まりなので，磁場と変位

電流に寄与しないことは理にかなった結果であろう。ま

た，端点近傍を除いた部分による電磁場がマクスウェル

方程式を満たすことは，その構成要素である各点電荷に

よる電磁場の重ね合わせであることから自明であろう。

変位電流が球対称になるのは (30)の下に書いたように簡

単な考察から理解できる。そして，磁場の回転が球対称

になることは，一見奇異に思えるかもしれないが，(38)

が与えるディラックの磁気単極子によるベクトルポテン

シャルと同様で，電荷の存在する領域を特異領域とする

ことで実現している。これは，変位電流が球対称である

ので，マクスウェル方程式から理にかなった帰結と言え

る。ただし，端点で電荷の加速度がいきなり 0になる場

合，すなわち電荷に作用する力が端点でいきなり消失す

る場合は放射による補正項が生じる。この補正もマクス

ウェル方程式を満たすことは上記と同じ理由で自明のこ

とであろう。

企画「変位電流とは何か」の中で半直線電流による磁

場と変位電流が議論され，鈴木と兵頭によって本稿で求

めた (28) の右辺第 1 項および (36) に一致したものが記

述されている1)2)。本稿との本質的な違いは電磁場の起源

の解釈で，鈴木・兵頭は球対称の変位電流と軸対称の磁

場それぞれの起源を端点に溜まる電荷および電流とし，

異なった起源によるものと解釈している。一方，本稿は，

(25)と (26)から分かるように，両方とも無限遠方から端

点までの間で運動する全ての電荷，すなわち同一の電荷

集合体の運動を起源とする。本稿の結論は，半直線電流

の電磁場を，加速電荷の放射を厳密に考慮したことによ

り得られたものである。石原が指摘したように兵頭は端

点での電荷保存則を無視したために6)，端点による電磁

場が (5)というようなマクスウェル方程式と矛盾したも

のを採用せざるをえなかったのであろう2)。本稿は点電

荷の運動を基礎としているので，電荷保存則を満たして



いることは明らかである。

著者は文献 4) で，加速電荷による放射の効果がある

という信念で，「アンペールの法則やビオ‐サバールの

法則は厳密な法則ではなく，近似法則」と主張し，そも

そも球対称な変位電流は存在しないし，半直線電流によ

る磁場もビオ‐サバールの法則で求めたものとは異なる

と考えていた。もし球対称な変位電流が存在したら，磁

場の回転が球対称となることをマクスウェル方程式が要

求することになる。しかし，数学的にはそのような磁場

の解は存在しない。この矛盾は，加速電荷による放射を

考慮することで解けるはずで，それを試みたところ本稿

の結論に至った。すなわち，電荷が半直線電流の端点近

傍で減速し，速度および加速度が連続的に 0になる限り

（ lim
z→0

v = 0 ∧ lim
z→0

v̇ = 0），加速の仕方に依存することな

く球対称な変位電流とビオ‐サバールの法則で求めたの

と同じ磁場を得た。また，回転が球対称となる磁場は存

在しないと信じていたが，実際は既に知られていた磁場

(36)の回転が (37)のように球対称になる。ただし，この

解は電荷が存在する領域 (r = 0 ∨ θ = π)を除いた真空解

である。電荷が存在する領域を特異領域として避けてい

ることが，この解が存在する理由である。以上のように，

文献 4)の間違いを訂正させていただきたい。ただし，こ

の訂正は文献 4)の骨子，半直線電流においても「荷電粒

子の運動が相対論的なら，マクスウェル方程式を満足す

る電磁場が一意的に求められる。」に抵触するものでは

ない。本稿では，加速電荷による放射を考慮することで，

この骨子を確認した。

高橋憲明先生と菅野礼司先生から草稿段階から多くの

コメントをいただき本稿を仕上げることができた。この

場を借りて両先生に厚く御礼申し上げる。牲川章先生に

は再々投稿の段階で議論をしていただき，球対称変位電

流とディラックの磁気単極子の磁場との同等性に気づく

ことができた。このことにより，本稿は説得力を増した

と思う。ここに感謝の意を表する。また，匿名の査読者

には，端点における加速度の扱いに関して著者が見落と

していた部分を指摘いただいた。このことによって厳密

な議論が完成したと思う。ここに謝意を表する。

付録A

　電荷列定常電流による電磁場を，各点電荷による電磁

場を重ね合わせることで導出する。

電荷 q の点電荷列が任意形状の電線上にあるとし，各

点電荷を {j} で番号付けする。電線に沿った座標を l と

し，電線上の位置 l での点電荷の速度を v(l)とする。定

常電流を考えるので v(l)の時間的な変化はないものとす

る。 文献 12) は等速運動の場合を 14 章に演習問題とし

て与えているが，これを加速運動の場合に一般化するの

である。

電流の大きさが電線上いたるところで一定になるよう

に，すなわち定常電流になるように，点電荷配列の間隔

を v(l)∆t とし，∆t → 0 の極限で定常電流を定義する。

電荷密度は q/(v(l)∆t)なので，電流の大きさはこれに点

電荷の速度をかけることで

I =
q

∆t
(51)

となる。∆t → 0と同時に q → 0とすることで，速度分布

v(l)に依存しない定常電流 I が与えられる。

　次に定常電流が作る磁場を考える。各点電荷 j の位置

を lj(t)とすると，配列間隔が v(l)∆t なので，

lj(t)− lj−1(t) = v(lj(t))∆t (52)

点電荷 j が，時刻 tで位置 r に作る磁場を qB
(u)
j (r, t)と

すれば（uは単位電荷あたりの量を表す添字），点電荷列

の作る磁場は (51)より，

B∆t(r, t) =
∑
j

qB
(u)
j (r, t)

=
∑
j

I
v(lj(t))∆t

v(lj(t))
B

(u)
j (r, t) (53)

これの連続極限をとったものが，定常電流が与える磁場

B(r, t) = lim
∆t→0

B∆t(r, t, )

=

∫
dl

I

v(l)
B

(u)
l (r, t) (54)

である。ただし，(53)(54)の時刻 tには注意が必要で，(9)

から分かるように，いわゆる遅延効果を考慮しなければ

ならない。すなわち，

B(r, t) =
I

4πϵ0c

∫
dl

v(l)

(
(βs × ns)(1− β2

s)

α3
sR2

s

+
(βs × ns)(ns · β̇s) + αs(β̇s × ns)

cα3
sRs

)
(55)

の右辺の被積分関数の括弧内は ls の関数で，ls は変数 l

と r によって決まる変数である。

ここで，被積分関数は ls と l とが混在しているので，

積分変数を ls に変換することを試みる。点電荷が時刻 t

から微小時間 dtを運動したとすると，微小変位の関係は

|drP(t)| =
v(t)

v(ts)
αs|drP(ts)| (56)



これは，(14)の微小変化

c(dt− dts) = − (r − rP(ts))

|r − rP(ts)|
· drP(ts)

dts
dts (57)

の両辺に v(t)をかけて整理することで得られる。(56)は

ls の微小変化に対する lの微小変化

dl =
v(l)

v(ls)
αsdls (58)

である。 (58)だけが文献 12)の演習問題の一般化，すな

わち電荷の加速運動を扱うのに必要なものである。

(58)を使うと (55)は

B(r, t) =
I

4πϵ0c

∫
dls

v(ls)
αs

(
(βs × ns)(1− βs

2)

αs
3R2

s

+
(βs × ns)(ns · β̇s) + αs(β̇s × ns)

cαs
3Rs

)
(59)

となり，積分変数が ls で被積分関数が ls だけの関数に

なる。

β̇ =
dl

dt

dβ

dl
= v

dβ

dl
(60)

を使うと，(59)は少々面倒な計算の結果 ∗

B(r, t) =
µ0I

4π

∫
dls

(
d

dls

(
βs × ns

αsRs

)
+

els ×Rs

Rs
3

)
, (61)

ここで elは電流方向の単位ベクトルである。電流は閉曲

線上あるいは無限遠点から無限遠点に至る曲線上を流れ

るので，全微分の積分は０になる。積分変数を l に書き

換えると，時間依存性がなくなり，

B(r) =

∫
µ0I

4π

el ×R

R3
dl (62)

となり，ビオ‐サバールの法則 (7)と一致する。電場も同

様に求めることができて，

E(r, t) =
1

4πϵ0

∫
dls

(
I

c

d

dls

(
ns − βs

αsRs

)
+ ρs

Rs

Rs
3

)
, (63)

ここで ρ は電荷密度である。全微分の積分は０になる

ので，

E(r) =
1

4πϵ0

∫
ρ
R

R3
dl (64)

となり，クーロン則による電場に一致する。

∗遅延ポテンシャルを積分し微分演算をすれば簡単に同値の
結果を得る。ただし，積分の表面の変化に注意して微分しなけ
れば，後の議論に必要な表面項を導出できない。本稿では，論
理展開の単純さを優先するために，遅延ポテンシャルの概念を
使わずに点電荷による電磁場 (8)(9) を天下り的に与えて積分
した。

付録B

　運動する点電荷が与える電磁場は (8)(9)で与えられる

が，この右辺は r，r(ls)，tsの関数であり，ls，tsは rと t

および点電荷の運動によって決まる。ここでは r の変化

に対する ls の変化を与える。

(14)より

c(dt− dts) = ns · (dr − dr(ls))

= ns · (dr − vsdts) (65)

x座標に関して編微分をとり整理すると

nsx = −cαs
∂ts
∂x

(66)

となる。これと

∂ls
∂x

=
∂ts
∂x

dls
dts

= vs
∂ts
∂x

(67)

より
∂ls
∂x

= −βsnsx

αs
(68)

となる。y座標，z座標に関する変換もまったく同様に求

められ，

gradls = −βsns

αs
(69)
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